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ANTIDERIVACION
La antiderivacion o antidiferenciacion es la operacion inversa a la derivacion.

Definicion de Antiderivada
Una funcién F se denomina antiderivada de la funciéon f en un intervalo I si
F'(x) = f(x) para todo valor de x en I.

e Ejemplo 1.

Si F es la funcion definida por F(x) = 4x3 + x? + 5, entonces f (x) =
12 x% + 2x.

f esladerivada de F,y F es la antiderivada de f. Si G es la funcion definida
por

G(x) = 4x3 + x*- 17

entonces G también es una antiderivada de f porque G’ (x) = 12 x% + 2x.
En realidad, cualquier funcion determinada por

4x3 + x*> + C.

Donde C, es una constante, es una antiderivada de f.

e Ejemplo 2.
Si C es una constante arbitraria, entonces cualquier funcién definida por

senx + ¢

tiene la funcién cos x como derivada, por tanto cualquier funcién de este
tipo es una antiderivada de cos x.

Para generalizar los ejemplos anteriores, considere la funcion F como una
antiderivada de la funcion f en un intervalo I, de modo que

F(x)=f()
Entonces si G es una funcion definida por
Gx)=F(x) +C
Donde C es una constante arbitraria,
GCx)=Fx +C
= f(®

G es también una antiderivada de f(x) en el intervalo I.



La antiderivacion o antidiferenciacion es el proceso mediante el cual se
determina el conjunto de todas las antiderivadas de una funcién dada. El simbolo |
denota la operacion antiderivacion y se escribe:

Jfx)=F@ +cC 2
Donde

Fx) =fx)y

d(F(x)) = f(x)dx 3

La expresion de F(x) + C en (2), recibe el nombre de antiderivada general
de f.

Leibnitz introdujo la conveccién de escribir la diferencial de una funcion
antes del simbolo de antiderivacion. De 2 y 3 se puede escribir:

JdF @) =F@x) +C (4)

Esta ecuacion establece que cuando se antideriva la diferencial de una
funcion, se obtiene esa funcion mas una constante arbitraria. La diferencial d sirve
para identificar a la variable de integracion. De este modo puede considerarse que
el simbolo para antiderivacion representa la operacion inversa a la operacion
denotada por d para calcular una diferencial.

INTEGRAL INDEFINIDA
El termino integral indefinida es sinbnimo de antiderivada.

REGLAS BASICAS DE INTEGRACION
Como la antiderivacion es una operacion inversa de la derivacion las reglas
de antiderivaciéon se obtienen de los teoremas de diferenciacion.



Fearmula de derivacidn Feirmula de integraciin

d o .

a|:(_] =0 f{)dr C

i[kx]=k kdx = kx + C

dx

d )

4 k0] = 1) Jete) e = k) 60

d . _ _ , .

e &) £ 2] = £ = 20 ﬁﬂrl + glx)] dy = J. filx)dy £ j glx) dx

i F1I — a—1 a — l"+| — NP T o e
Eb.’[xj = h J-x dx = nr 1 +C, n¥E -1 Feogla de las potencus.
d _ _

a [senx] = cos x J.cos xde = senx + C

ﬁ[msx] = —genx fsenxdx = —cosx + C

%[un x] = sectx J'scczxdx =tanx + C

i{secx]=se¢xmnx fsecxtanxdx=secx+€

ﬁ[cot,t} = —gscix J.csczxdr = —cotx + C

%[cscx]= —gs5C X oL x jcw;xcmxdxz —cscx + C

APLICACION DE LAS REGLAS BASICAS DE ANTIDERIVACION

Ejemplos ilustrativos
3
1. [x?dx= x?+ c

xn+1

Aplicando la regla: [ x"dx = +C n#-1

n+1

2. [Bx+5)dx

Aplicando la regla: [[f(x) + g(x)] dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

f(3x+5)dx= fodx+f5dx

Utilizando estaregla: [a f(x) dx =a [ f(x) dx

=3fxdx+5fdx



Utilizando:

xn

[x™dx =

+1
+C n#-1 Jdx=x+C
n+1

Se tiene:

XZ
=3 <7+Cl)+5(x+C2)

3
=3 x2+5x+ (3C;+5C,)

Como 3C;+ 5C, es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de
modo que el resultado puede escribirse.

3 2
—x“+5x+C
2
La respuesta puede verificarse al calcular la derivada:

Dx (G x?+5x+C) = 3x+5

3. [(3secx tanx —5csc? x) dx

Aplicando las siguientes reglas:

fsecxtmxdx= secx + C
J-csczx.s{r= —cotx + C

Se tiene:

[ (3 secx tanx — 5 csc? x) dx =3 [ secx tanx dx — 5 [ csc? x dx
= 3secx — (5cotx) +C
=3secx +5cotx +C

Las funciones trigonométricas se emplean con frecuencia cuando se calculan
antiderivadas que involucran funciones trigopnométricas. Las ocho identidades
fundamentales siguientes son de crucial importancia:



L senxescx =1 @ cosxsecx = | wnxcotxy = |

tanx = >0 X cotx = SO08X
COs x sen x

sen"xr + cosx = 1 arx+ 1 =52z wlxi+ 1 =oc’a

4. [(tan®x + cot?*x + 4)dx

= f[(seczx — 1) + (csc?x — 1) + 4] dx

=fsec2xdx+jcsc2xdx+21dx

J.acczxdx =tanx + €
Aplicando:
J-csclxrix = —¢coix + C

Se tiene:

tanx —cotx +2x+C

TECNICAS DE INTEGRACION

Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando Unicamente los
teoremas/reglas basicas de integracion. En esta seccidn, se estudiaran técnicas
gue requieran la regla de la cadena para la antiderivacion y aquellas que implican
un cambio de variable.

Si se requiere antiderivar (1+ x?)° (2x), esto es, se desea calcular:
f(l + x%)° (2x dx)

A fin de diferenciar %(1 + x2)1° se aplica la regla de la cadena para la
diferenciacion y se obtiene:

D, [% 1+ xz)w] = (1+x%)° (2x)

Ahora suponga que se quiere antiverivar (1 + x2)° (2x dx), esto es, se desea
calcular:

J(1+x%)° (2x dx) (1)



Con objeto de tener un procedimiento que pueda emplearse en tal situacion,
considere:

gx)=1+x2 y g(x)dx = 2xdx (2)
Entonces (1) puede escribirse como

JTg()P [g’(X)dX] (3)

se tiene

De lareglaf x" dx = i

fugdu=5u10+C 4)

Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4) de modo
que:

1
[l9etg@an = 5w+ ¢

Y con g(x) y g'(x) dx dados en (2)

1
f(l +x%)° 2x dx) = 0 —ul®+C

La justificacion del procedimiento utilizado para obtener el resultado es
proporcionado por la regla de la cadena de antiderivacion:

Como un caso patrticular de la regla de la cadena para antiderivacion, de la regla

xnHL
de [x"dx= -+C n#1, se tiene la generalizacion de la formula de la
potencia para antlderlvadas la cual se establece a continuacion.

Sigdmhd&Mbnﬂ ummm
I W« -l




Ejemplo

[V3x+4 dx=[(3x +4)? dx

Sigx) = 3x + 4,g'(x) = 3dx (6)

Por tanto se necesita un factor 3 junto a dx para obtener g’(x). En consecuencia
se escribe

f(3x + 4)V2 dx = f(Bx + 4)1/2% (3dx)

= %f(Sx + 4)Y/2 (3dx)

Asi por la regla de potencia con g (x) y g’'(x) dadas en 6, se tiene:

1 1 (3x + 4)3/?
5](3x+4)1/2 (3dx)=§%+(]
2

2 3
=5 Gx+a2+C
CAMBIO DE VARIABLE

En ocasiones es posible calcular una antiderivada después de un cambio de
variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente:

jx2~Jl+xdi

Seanu=14+ x du=dx x=u-—-1

Entonces se tiene:

Jx2V1+x dx=j(u—1)2 u'l2 du
:f(u2—2u+1)u1/2du

:f us/zdu—Zf u3/2du+f u'/z du




2 7 4 5 2 3
27(1+X)2—§(1+X)2+§(1+X)2+C

Ejemplo
fsenxx/l —cosx dx
u=1—-—cosx du=senxdx
Asi,

[senx V1 —cosx dx=[u'/? du

2 3
:§u2+C

2 3
= 5(1 —cosx)z+C

INTEGRACION POR PARTES

Es una de las técnicas de integracion mas ampliamente utilizadas, que se obtiene
de la formula para la derivada del producto de dos funciones. Si f y g son
funciones diferenciables, entonces:

D [f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + gx)f'(x)
f(x)g'(x) = D[f(x)g(x)] — g(x)f '(x)

Al integrar cada miembro de la ecuacién, se obtiene:

ff(x)g'(x) = fDx [f (x)g(x)dx] —fg(x)f'(x)dx
()G’ (x) = fF()g)dx — [g)f' ()dx (1)

La férmula (1) recibe el nombre de férmula de integracion por partes. Para los
propésitos de célculo, una forma mas conveniente de esta formula se obtiene al
considerar

u=fx) y v=gx

Entonces
du= f'(x)dx y dv=g'(x)dx

De modo que (1) se transforma en:

Judv=uw— [vdu (2)



Esta formula expresa la integral [ u dv, en términos de otra integral [ v du. Cuando
se eligen las sustituciones para u y dv , por lo general se considera que dv es el
factor mas complejo del integrando y puede integrarse directamente, y que u es
una funcién cuya derivada es una funcién mas simple.

Ejemplo
f xInx dx

A fin de determinar las sustituciones de u y dv, tenga en mente que para obtener v
debe integrarse dv. Esto sugiere que se considere dv= xdxyu= Inx.
Entonces:

_ Y cyau=E
v = ) y u—x

A | sustituir los valores correspondientes en la formula correspondiente (2) se
obtiene:

2 2
fxlnxdlenx(%+C1)-f(%+cl)%
=Inx —+Inx 1—§fx x=Cy |~

x2 x2
:7+1HXC1_T_Cllnx+CZ

1 x?
= -x’lnx —=+C,
2 4

En el ejemplo se observa que la primera constante de integracion C; no aparece
en la respuesta final C; se utiliza solo para mostrar que todas las elecciones para v

1 . . .,
de la forma Exz + ¢, conducen al mismo resultado de [ xInx dx. Esta situacion es
general, y se demostrard como sigue:

fudvzu(v+C1)— f(v+C1)du
=uv +ul; — f(vdu—ledu
=uv +ul; — fvdu—Clu

=uv — fvdu

Por tanto no es necesario escribir C; cuando se determine v a partir de dv.



Se verificara el resultado del ejemplo mediante el calculo de la derivada de la
respuesta.

1 1 1 1 1
Dx(=x?Inx —>x?)=x Inx +>x? (—) —>x
2 4 2 X 2
1 1
=x Inx +=x —=x
2 2
=x Inx
Ejemplo
fxcosx dx

Sean u= xydv = cosxdx.Entonces du= dxyv = senx

Por lo tanto,
jxcosxdx =x senx—jsenxdx

=x senx+cosx+C

SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

En esta seccibn se estudiaran sustituciones que implican funciones
trigonométricas las cuales conducen a integrales trigopnométricas. Se mostrara con
3 casos como el cambio de variable mediante sustitucion trigopnométrica permite
con frecuencia evaluar una integral que contiene una expresion de una delas
formas siguientes donde a >0.

\ﬁlz — x2 @2 + x2 \/xz )

CASO 1 El integrando contiene una expresion de la forma va? - x2,
dondea > 0. : ‘4
Introduzca una nueva variable @ considerando x = a sen 6, donde

0sOs<m six20y -ixs@<0six<0



En este caso, con x = a sen 6, dx = a cos 8d6, y cos 8 = 0 porque

-i7 < 0 < Lx Mis ain,

2

a*? - x* = \faz - a? sen’ @

= \/?\}l — sen? @

= .Jcos? @ porque a > 0

= acos @ porque cos 8 = 0

Ejemplo

dx

V9 — x2
f x?
El denominador es x2, entonces x # 0. Con la sustitucion indicada en el caso I.
Sea x =3send, donde 0 <6 S%n six>0,y —%nse < 0 si x < 0. Entonces,
dx =3cos0doy

V9 — x2=+/9 — 9 sen?6

= 34/cos2 6

= 3cosfO

Por tanto,

V9—x2dx_ [ 3 cos 6
x2 J 9sen? @

x f
= ] cot? 46

(3 cos 8dB)

+

—

.
= J (csc2 0 — 1)de

-cot@ -6+ C

1
3
cot O, refiérase a las figuras 1 (parax > 0)y2 (parax < 0). En cualquier caso

V9 — x2

C0[9=—2——' C

Como sen 6 = %x y —%7: <8< %n‘, 0 = sen”! lx. A fin de determinar

x<0

r'd .x
FIGURA 2 Asi,



CASO 2 El integrando contiene una expresion de la forma va? + x2,
dondea > 0.
Introduzca una nueva variable € considerando x = a tan 6, donde

0s60< 32.0ix20 y -in<f<0 six<0

Conx = atan0,dx = asec?0dO,ycomo-1m < 6 < imsech = 1.

Ademas,

Va? + x2 = Ja® + a’tan? @
= Va1 + tan?0
= ay/sec? )
=a sec

Ejemplo
f\/xz +5 dx

Sea x =V/5tan6, donde 0 < 6 <%7r six>0,y —%n< 6 <0 si x < 0. Entonces,
dx = /5 sec?0dfy

V5 + x2=+/5 tan?6 + 5

= V/5+/sec? 6
245
o . =+/5sech
o Por tanto,
> 4+
¥3 [Vx2+5 dx=[5secO (V5 sec?6df)
x20
=5 [sec® 0 do
FIGURA 3 s s
[Vx2+5 dx :Esecetane +Eln|sec9 +tanf| + C
* V3 ,
d »+  Sedetermina sec 6a partir de las figuras 3 (parax = 0)y 4 (parax < 0). En
ambos casos N
x 2
Vil +5 sec @ = x—-\ﬁ-ﬂ
x<0

FIGURA 4



En consecuencia,

e 2 2
2y Sdp= S . ¥X2 45 xS NxT S x| o
f‘“ 2 B V2N B T

= xdx2 + 54 3ma2 + 544l -3mV5+ C

In(vx2 +5 + x) + C

il
=
<
=

(S

+
wn
-+

CASO 3 El integrando contiene una expresién de la forma +x2 - a2 ,
dondea > 0.
Introduzca una nueva variable 0 considerando x = a sec 6, donde

0s@<3im six2a y <0< 37 six<-a

Conx = asecB.dx = asecBtan 0dO,ytan @ = Oporque 0 < 6 <
imo m< § < ;7 Ademis,

V32 —a? = Ja?sec O - a?
= a+an2 @
= atan @

Ejemplo
J dx
N

Se observa que |x| debe ser mayor de 3 de modo que Vx? — 9 sea un nimero real
distinto de cero. Sea x = 3sec, donde 0 < 8 < %n six>3,y <@ <§nsi x <
—3. Entonces, dx = 3secftan8doy



+
A
X
A x
o
0. 3
x>3
FIGURA 6
+
A
> CIN,
0
~Jx2 -9
-x
x<-3
FIGURA 7

\/x2 -9 =\/9SQC29 -9

= 3+/tan? 0

= 3 tanf

Por tanto
dx [ 3sectan6db
B3Jx2 -9 | 27sec*8-3tan

_ 1 2
= o7 Jcos 0de

- -‘-Ju + cos 26) d8
1 1

5{9 + ESBI’IZB) + C
%(3 + senfcos 6) + C

Como sec @ = Lxy @estien (0, 27 U (7, I7). 8 = sec”’ | x. Cuando
x > 3,0 < 8 < ;myseobtienen sen 6y cos 8de la figura 6. Cuando x <
-3, n< 8 < %n‘y de la figura 7 se obtienen sen @ y cos 8. En ambos casos

2 _
sen @ = l‘II_._E y cos @ = _3_
x x
Asi,
de  _ _l(. ax , AJx2 -9 ;)
J Odx? —9 s\ 3t T x) €
/32
R U I vx- -9
= -5—498(.‘ ‘j’ + _Té'rE_ + C ‘

FRACCIONES PARCIALES

Cuando se desea representar una expresion racional simple como una suma de
dos o0 mas cocientes simples, llamados fracciones parciales. Necesitara realizar
esto con frecuencia cuando integre funciones racionales.

Considere una funcion racional H definida por

_PM)
IE))

Donde P(x) y Q(x) son polinomios. Se asumira que se tiene una fraccion propia,
esto es una fraccion par la cual, el grado de P(x) esmenor que el grado de Q(x) .



Si se tiene una fraccion impropia, en este se realiza la division hasta obtener la
fraccion propia.

En general, se tratard un método para descomponer una fraccién propia de la
forma P(x) /Q(x) en dos o mas fracciones parciales. Los denominadores de las
fracciones parciales se obtienen al factorizar Q(x) en un producto de factores
lineales y cuadraticos, el método para determinar las fracciones parciales depende
de la naturaleza de estos factores.

Case I: Todos los factores de Q(x) son lineales, y ninguno se repite. Esto es,
Ox) = (ax + b))(ayx + by)-. .. (ax + b)
donde ningiin par de factores es idéntico. En este caso se escribe

P[K} - Al + "q2 + An
Q(x) ax + b ax+ b, 7 * a,x + b,

donde Aj, A,, . .., A, son constantes a determinar. Observe que esta ecua-
cion es una identidad debido a que es verdadera para todos los valores de x
tales que ningin denominador es cero. El ejemplo ilustrativo siguiente
muestra un método para determinar los valores de A;.

Ejemplo 1
f 7x—1 d
2—x—6"

Al factorizar el denominador del integrando se obtiene
7x —1 _ 7x — 1
x2—x—6 (x+2)(x—23)

Por tanto se tiene

7x—1 A B

= + (1)

x2—x—6  (x+2) (x-3)

La ecuacion (1) es una identidad para todos los valores de x diferentes de -2 y 3.
Al multiplicar los dos miembros de la ecuacion por el MCDn (minimo comun
denominador), resulta:

7x —1=A(x —-3)+ B(x +3)



Esta ecuacion también es una identidad y es verdadera para todos los valores de
x incluyendo —2 y 3. Ahora se determinaran las constantes A y B. Al sustituir 3 por
x en la ecuacion anterior, se tiene:

20 =5B
B =4
Si se sustituye —2 por x en la misma ecuacién, se obtiene:
—-15=-54
A=3

Con estos valores de A y B, se tiene de (1)

7x —1 4
fx —-x—6 (x +2) x+ (x—3)dx
=3Inlx+2|+4In|x—-3|+C
=In|(x + 2)3| + In|(x —3)*| + C
=In|(x+2)3(x—3)* +C

Caso 2: Todos los factores de Q(x) son lineales y algunos se repiten.

Suponga que se tiene (ax + b)? como un factor de Q(x). Entonces se
dice que ax + b es un factor p-muiltiple (o de multiplicidad p) de Q(x), y
a este factor le corresponder4 la suma de p fracciones parciales

A + Ay + + Ao + A
ax + b  (ax + b¥Y 7 (ax + b)P"'  (ax + b)P

donde A\, Ay, . . ., A, son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este
caso y el método para determinar cada A,.

Ejemplo 2

dx

fx4+x2+16x—12
x3(x — 2)?

Se escribe la fraccion dada como la suma de fracciones parciales siguiente:



44 .2
X*+x“+16x-12 A B C D E
——_+_2+_+

x3(x-2)2  x  x2  x3  (x-2) + (x—2)2 (1)
Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion por MCDn, se tiene
x*+x2+16x — 12 = Ax?(x — 2)?2 + Bx(x — 2)? + C(x — 2)> + Dx3(x — 2) + Ex3
Se sustituye 0 por x en la ecuacion (1) y se obtiene
—-12 =4C C =-3

Si se sustituye 2 por x en (1) y se tiene

40 = 8E E=5
Con estos valores de C y E en 1y desarrollando las potencias de los binomios, se
tiene:
x* +x? + 16x
—12
= Ax?*(x* —4x+4)+Bx(x* —4x+4) + C(x* —4x + 4) + Dx3(x — 2)
+ Ex3
x*+x? + 16x
—12
= (A+D)x* + (—4A+ B — 2D + 5)x3 + (4A — 4B —3)x* + (4B + 12)x
- 12

Comoestaecuacion es una identidad,los coeficientes del miembro izquierdo deben
ser iguales a los correspondientes del miembro derecho. Por tanto, se tiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

A+D=1
—4A+ B —2D +5=0
4A - 4B - 3=1
4B +12 =16

Resolviendo el sistema de ecuaciones,el valor de las constantes son:

A=2 B=1 C=-3 D=-1 E=5

Con estos valores de (1) se tiene:



x4+x2+16x—12_2 1 -3 -1 5

Bx-27  x 2 B a-2 =2

fx4+x2+16x_12_f2d "‘fld "'f_sd "'f -1 p "‘f 5 p
x3(x — 2)2 ) x P e 3 x—2)" x-2)2 ¥

1 3
=21nx—;+——ln|x—2|— +C

2x? (x—=2)

Caso 3: Todos los factores de Q(x) son lineales y cuadriticos y ninguno se
repite,

Al factor cuadritico ax? + bx + ¢ del denominador le corresponde la
fraccién parcial de la forma

Ax + B
ax? + bx + ¢

Caso 4: Los factores de ((x) son lineales y cuadrdticos, y algunos de los
factores cuadraticos se repiten,

Si ax? + bx + ¢ es un factor cuadritico de multiplicidad p de Q(x),
entonces al factor (ax? + bx + ¢)P le corresponde la suma de las siguientes
p fracciones parciales:

Ax + B, Ay x + B,y Apx - .']p
= + . - - -'.-'
ax? + bx + ¢ (ax? + bx + ¢)? (ax® + bx + c)?




INTEGRAL DEFINIDA
Sea f una funcién definida en el intervalo cerrado [a, b]. Divida este intervalo en n
subintervalos eligiendo cualesquiera n — 1 puntos intermedios entre ay b. Sean

Xo=ayx,=>b,y Sean Xxi,Xy, .. v ves e ... Xp_1 10S puntos intermedios de modo
que:

Xog < X1 < Xg oo vr e e < Xpq < X
Los puntos x,,x; ... ..... Xp_1,X,N0 SON necesariamente equidistantes. Sea Ax; la

longitud del primer subintervalo de modo que A;x = x; — x,, el segundo A,x =
X, — x; Y asi sucesivamente de modo que la longitud del i-enésimo subintervalo es
A1x7 y

Ayx =x; — X1

Al conjunto de estos subintervalos del intervalo [a, b] se le denomina particion de
intervalo [a,b]. Sea A dicha particion. La figura 1 muestra una de estas
particiones A de [a, b].

-+
-+

k 1
] T

>
X X, X3 X4 Xp_] X, =b

HT

[~
n 4
&

FIGURA 1 ‘
La particidbn A contiene n subintervalos. La longitud del subintervio mas largo se
llama norma de la particién y se denota por ||A]|.

Elija un punto en cada subintervalo de la particion A: sea w;el punto elegido en
[x0, x,] de modo que x, < w; < x;. Sea w,el punto elegido en [x;, x,] de modo que
x; <w, <x, Yy asi sucesivamente, de modo quew; es el punto elegido en
[x;_1,x;] de modo que x;_; < w; < x;. Considere:

fwp)Ax + f(wy)Ayx .. + fW)Aix+...+f (W) A x (D
O bien:

> fwonx
- @

Esta ultima suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor al matematico
aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1886).



La interpretacion geométrica de la suma de Riemann, seria la suma de las
medidas delas areas de los rectangulos que estan sobre el eje x y los negativos de
las medidas de las areas de los rectangulos que se encuentran debajo del eje x.
Esta situacion se ilustra en la figura 2.

Aqui,
10
Z f(Wi)Aix = Al + A2+A3 + A4_ + A5 + A6+A7 + Ag + A9+A10
i=1
y
T y = flx)
|
: g xs B N i W10
Al AN owm  w ¥ I
als i ; \ Xj\ A4 \ i 3 \'tl \\x‘) b X
Io\ Xy \ o 12, ’ AS : ‘/ Xg /I-, A. A, § Xi0
w3 " i We w3 :
A,y S K

FIGURA 2

Suponga que para la funcion f en (2) existe un numero L tal que:
n
> fwdax -1
i=1

Puede hacerse tan pequefio como se desee para todas las particiones A cuyas
normas sean suficientemente pequeias, y para cualquier w; en el intervalo
cerrado [x;_q,x;],i =1,2,........ n. En tal caso se dice que f es integrable en [a, b].



Definicion de funcidon integrable en un intervalo cerrado.
Seefunafméncuyodm&uoconmalmdomado[a.b] Se
dncequefeshhuableen [a, b] si existe un ndmero L que satisfa-
ce la condicién de que, para cualquier € > 0, existe una § > 0 tal que
para toda particién A para la cual ||A|| < &, y para cualquier w; del
intervalo cerrado [x;_1, x;],i = 1,2,..., n, entonces

Y fwpax-L| <€ 3)
i=1
Emsimacidnsempmenﬁoomo_ :
lim ;;f(w» Ag=L - | | (4)

Si existe un numero L que satisfaga la definicidbn anterior, entonces es unico.
Ahora puede definirse la integral definida.

&fa\:ufmhdaﬂmdnenelmvﬁoumdo{c, b}, entonces la
Mm&ﬂbaab denotada por [ f(x) dx, euidndnpor

[ de. I(wa) Ax .' ©

delumncexim

‘ﬂalm =

En la notacién de la integral definidaf:f(x)dx, f(x) es el integrando, a es el
limite inferior y b es el limite superior. El simbolo [ es el signo de integracion.

Teorema

Si una funcién es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces es integrable en
[a, b].

Si Ax es la longitud de cada subintervalo en una particion regular, entonces cada
Ax;= Ax, y la norma de la particion es Ax. Al sustituir esto en (6) se obtiene:



b n
J; fdx = Jim hz'f(w.-)&x )

Ademds,
b-a b-a

Ax = n Ax

Asf,

lim Ax =0 y ay.-"-’n“ = +00

LT

La razén de que lim n = +00 es que b > a y Ax se aproxima a cero a
través de valores pomtnros (porque Ax > 0). A partir de estos limites se
concluye que

Ax — O esequivalentea n — +o0 g

De modo que de este enunciado y de (7), se tiene

b n
I fydx = lm 3 fw)Ax ®)
a i= I

Si la integral definida f: f(x)dx existe, es el limite de todas las sumas de Riemann

de f en [a,b]. Debido a esto, se redefine el area de una regién de una manera
mas general.

Def|n|C|on deI area de una reglon plana

De esta definicion, si f es continda en [a,b] y f(x) =0 para toda x en [a,b],
entonces la integral definida f; f(x)dx puede interpretarse geométricamente como
la medida del area dela region R, mostrada en la Figura 3.



? x=b

FIGURA 3

Ejemplo 1

3
]xdx
0

Con f(x) = x, la figurzs 4 muestra la regién triangular limitada superior-
mente por la grifica de , inferiormente por el eje x, y por la derecha por
la recta x = 3. De la férmula para el drea de un tridangulo, el nimero
de unidades cuadradas del dreaes §(3)(3) = 3. Por tanto,

3
. de‘x=
0

[ L¥=

fix) = x

FIGURA 4

Ejemplo 2

2/
j sen x dx
0



La gréfica de la funcién seno de 0 a 27 se muestra en la figura 5 Sean
A, unidades cuadradas y A, unidades cuadradas las #dreas de las regiones li-
mitadas por la curva senoidal y el eje x en los intervalos [0, #] y (&, 2 7],
respectivamente. Entonces, como A, y A, son iguales, se tiene

2n
I senxdx = Ay — As
0
=0

L i
'

¥ = senx

FIGURA 5

Para determinar la integral definida de una funcion f de a a b, cuando a > b, 0
cuando a = b, se tienen las definiciones siguientes.

Definicion de ;: f(xX)dxsia - b

Si a > by [, f(x) dx existe, entonces
b a
f f(x)dx = - J f(x)dx
a b

Ejemplo 1
[Pxdx= =[x dx
0 0

=—9



Definicion de | f(x) dx

Si f(a) existe, entonces
j f(x)dx =0

Ejemplo 2

fll x% dx =0

Propiedades de la integral definida

N

“Sikes muqmaconsmm;.mnca'
|y . s l!h
| f kdx:k(b-a)
. YJa U AT
Ejemplo 3

5
f 4dx = 4[5 — (=3)]
-3

= 4(8)

Si la funci6n fes mtegrable en el mtcrvalo cerrado [a, b], y si k es cual-
quier constante, entonces

b 7
I kf(x) dx = k I f&)dx



Ejemplo 4: Utilizando los resultados de los ejemplos anteriores (2 y 3) y aplicando
las propiedades de la integral definida para calcular el valor exacto de:

i
J‘ (4x2 - 2x + 5)dx
0

3 3
I.tzdx:g y j..tdx=
0 0

De las propiedades de la integral definida, se tiene

3 3 3 3
I {411-2x+5)dx=j 4xzdx—J 2x dx +J; 5dx
0 0 0

3 3 3
=4I xzdx-z'[ xdx+jj dx
(i} i} (]

= 4(9) - 2(2) + 53 - 0)
= 4

=}



TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea g una funcion tal

que g'(x) = f(x)

para toda x en [a, b],entonces:

b
[ rde=g) - 9@

(Si x = a la derivada en g'(x) = f(x) puede ser una derivada por la derecha y si
x = b,laderivada en g'(x) = f(x) puede ser una derivada por la izquierda).

Ahora sepuede obtener el valor exacto de la integral definida aplicando el teorema
fundamental del calculo. En elcalculo se denota:

[g®) —g(@)] por gx)]."

2
j xt dx
1

Comouna antiderivada de x* es x°/5, por el teorema fundamental del calculo se
tiene:

Ejemplo

2 x51 2
j xtdx = —]
1 5 1

35

5

31

ul| =

El proceso de evaluacion de unaintegral indefinida o definida se denomina
integracion.

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe enfatizarse.
La integral definida[ f(x)dx representaa todas las funciones cuya derivada es

f(x). Sin embargo,la integral definidaf; f(x)dx es un numero cuyo valor depende

de la funcion f y de los numeros a y b y esta definido como el limite de la suma de
Riemann.

La integral indefinida implica una constante arbitraria, por ejemplo:



fxzdx—x—3+C
3

Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integracion. En
laaplicacion del teorema fundamental para evaluar una integral definida, no fue
necesario incluir la constante arbitraria C en la expresion para g(x) porque el
teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo aquellaen la que C = 0.

Ejemplo
De la propiedad aditiva de las integrales definidas y el teorema fundamental del
calculo, se tiene:

4

(x3 + 6x% +9x + Ddx
1/2

4 4 4 4
=f x3dx+f xzdx+9f x dx + dx
1 1

/2 /2 1/2 1/2

x4+x3+x2+ l 4
=—+—=+—=+x
4 32 2

1 1 9 1
= (64— 128+72+4) — (o~ 7 +5+3)
679
" 64

AREA BAJO LA CURVA
Anteriormente se definio el area de una region plana como el limite de una suma
de Riemann y también se dijo que dicho limite es una integral.

En los ejemplos que se presentan a continuacion, se empieza expresando el area
requerida como el limite de la suma de Riemann, a fin de reafirmar el
procedimiento utilizado en la expresion de dichas sumas para aplicaciones
posteriores.

Unaregion por arriba del eje x



Suponga que y = f(x) determina una curva en el plano xy y supongase que f es
continua y no negativa en el intervalo a < x < b(como se muestra en la figura 1)
Considerese la region R acotada por las graficasde y = f(x),x =a,x=byy=
0. Nos referimos a R como la regién bajo y= f(x) entre x=a y x=b. Su area A (R)
esta dada por:

AR) =[] f(x)dx

Ejemplo
Encuentre el area de laregion Rbajoy = x* —2x3+2entrex = -1y x = 2

La gréfica de R se muestra en la figura 2. Una estimacion razonable para el area
de R es su base por una altura promedio, digamos (3)(2)= 6. El valor exacto es:

2
A(R)=f (x* —2x3 +2)dx
-1
x> x* 2
=|—=+—=+2
[5+2+ xl_l

_(32+16+4) (1 1 2)_51
“\5 2 5 2 10

Una regién debajo del eje x

El area es un numero no negativo.Si la grafica de y = f(x) esta por debajo del eje
X, entonces ff f(x)dx es un numero negativo y, por lo tanto, no puede ser un area.
Sin embargo, solo es el negativo del area de la regidén acotada por y = f(x), x =
a,x=byy=0.

2

Ejemplo . Encuentre el area de la region R acotada por y = x? —4,elejex, x =-2
yx =3.




La region R se muestra en la figura 3. La estimacion preliminar para el area es
(5)(3)= 15. El valor exacto es:

Area de unaregion entre 2 curvas

Si f y g son continuas en el intervalo [a,b] y g(x) < f(x) para todos los valores de
x en [a,b],entonces el area por la region acotada por las graficas de fy g y las
rectas verticales x =ay x = b es:

b
A= f [F () — g00)ldx

En la figura 4, las graficas de f y g se muestran arriba del eje x; sin embargo, esto
no es necesario. EI mismo integrando[f (x) — g(x)] puede usarse mientras f y g
sean continuas y g(x) < f(x) sobre [a, b]. Este resulttado se resume graficamente
en la figura 4. Un rectangulo vertical (de ancho Ax) implica una integracién
respecto a x, en tanto que un rectangulo horizontal (de ancho Ay) la implica
respecto a y.




Figura 4

Ejemplo: Encuentre el area de la regién acotada por las gréaficas de y = x? + 2,
y=—-xx=0yx=1.

Sea g(x) =—xy f(x) = y =x?+ 2. Entonces g(x) < f(x) para todo x en [0,1],
como se muestra en la figura 5. El &rea de laregion es:

A= JJIf@) - g(0ldx

— [ 162+ 2) = (=xax
0

Figura 5

SOLIDOS DE REVOLUCION



VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE LOS METODOS DE REBANADO, DE
DISCOS Y DE ARANDELAS

Se dice que un solido es un cilindro recto si esta limitado pos dos regiones planas
congruentes R; Yy R, que pertenecen a dos planos paralelos, por una superficie
lateral generada por un segmento rectilineo, que tiene sus extremos en las
fronteras o limites R; y R,, el cual se desplaza siempre en forma perpendicular a
los planos R,y R,.

Si el area de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su altura es h
unidades y si V unidades cubicas es su volumen, entonces

V = Ah

Se utilizara esta formula a fin de obtener un método que proporciones la medida
del volumen de un sélido para el cual es area de cualquier seccion plana (region
plana formada por la interseccion de un plano y el sélido) perpendicular a un eje
es una funcion de la distancia perpendicular de la seccion plana desde un punto
fijo del eje.




Método de Rebanado
EL termino rebanado se utiliza cuando se aplica la siguiente definicion
Definicion del volumen de un solido

Sea S un solido tal que S esta entre dos planos perpendiculares al eje x ena y b.
Si la medida del area de la seccion plana S, perpendicular al eje x en x, esta dada
por A(x), donde A es continua en [a, b], entonces la medida del volumen de S esta
dada por

n b
V = lim ZA(wi)Aix=J A(x)dx
18110 £ .

El proceso es semejante al rebanado de una hogaza de pan en muchas porciones
muy delgadas de modo que todas las porciones juntas constituyen la hogaza
completa

Ejemplo

Un cilindro circular recto, que tiene una altura de h unidades y un radio de la base
de r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen esta
en el centro de la base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del eje x.
Una seccidn plana a una distancia de x unidades del origen tiene un area de A(x)
unidades cuadradas, donde

A(x) = nr?



Un elemento de volumen mostrado, es un cilindro recto con un area de la base de
A(w;) unidades cuadradas y espesor de A;x unidades. De este modo, si V
unidades cubicas es el volumen del cilindro circular recto, entonces

V= IIEIIIHOZA(W")AL'X - j Abdx = f nridx = [nr?x]§ = nr*h — nr?(0) = nr?h
- i=1 0 0

Solido de revolucién

Un sélido de revolucion es un soélido que se obtiene al girar una regién de un plano
alrededor de una recta del plano, llamada eje de revolucion, el cual puede
interceptar o no a la regién. Por ejemplo, si la region limitada por una
semicircunferencia y su didmetro se gira alrededor del diametro, se genera una
esfera.

Si la region limitada por un triangulo rectangulo se gira alrededor de uno de sus
catetos, se obtiene un cono circular recto.



Método de discos

Sea f un funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga que f(x) =0
para toda x en [a, b]. Si S es el solido de revolucién obtenido al girar alrededor del
eje x en la region limitada por la curva y = f(x), en el eje x y las rectas x = a y
x = b, y siV unidades cubicas es el volumen de S, entonces

V= i, 2, AL OF i = [ veora

Ejemplo

Calcule el volumen del solido de revolucién generado cuando la region agotada
por la curva y = x? , el eje x y las rectas x = 1y x = 2 se gira alrededor del eje x.
La medida del volumen del disco esta dado por



AV = n(w?)?Aix = TwiAx

Entonces

n 2

V= lim » nwA;x=m | x*dx
1141150 2 .
=

=1
2 <25 15> 31

2 5
=T[j x4dx=7tx—
. 5], 5 5)° 5

., . ., 31 . .
Conclusion: El volumen del solido de revoluciéon es =T unidades cubicas.

Metodo Arandelas

Suponga que el eje de revolucién no es una frontera de la regiébn que se girara.
Sea f y g dos funciones continuas en [a, b] tales que f(x) = g(x) = 0 para toda x.
Si V unidades cubicas es el volumen del solido de revolucion generado al girar
alrededor del eje x la region limitada por las curvas y=f(x) y y =g(x) y las
rectas x=a y a=b entonces

n

b
v = lim Y w(lf ) = [P = 7 [ (F@Y - oI



gw)

Ejemplo

Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor del eje xla regidon
acotada por la pardbola y = x? + 1y larecta y = x + 3.

Solucion: Los puntos de intercepcion de las dos curvas son. (=1,2) y (2,5).

y=gtx) ¥ I®

x

X1 -A-:X w; ’

flx) = x+ 3
g(x)=xz+l

Si f(x) =x+3y g(x) =x% +1 entonces la medida del volumen de la arandela
circular es




= lim Z (F WP = Lol =1 [ (AFCOP - LaGOP)dx

2 2
=T[f ([x+3]2—[x2+1]2)dx=7tf (x2 +6x+9—x*—2x%—1)dx

2 5 .3 2 2
=nf (—x* —x% + 6x + 8)dx =nl—%—%+%+8xl
-1 1
_ [ @° 2 6(2)? (-D° (-1D° 6(-1)?
—nl— 3 Tt +8(2) + ot T —8(—1)]
117
= Tﬂ

., . ., 117 . .
Conclusion: el volumen del solido de revoluciéon es el unidades cubicas.

SERIES Y SUCESIONES

Sucesiones
Un ejemplo de una sucesion finita es
2,4,6,8,10

Y otro ejemplo de una sucesion infinita es

OI-P

123
3’5’7’

El calculo trata con sucesiones infinitas, la palabra “sucesion” en este caso hara
referencia a una sucesion infinita.

Una funciébn sucesion es wuna funcibn cuyo dominio es el conjunto
{1,2,3,4,---,n,---} de todos los nUmeros enteros positivos.

Los nimeros del contra dominio de una funcién sucesién se nomina elementos.
Una sucesion consiste de los elementos de una funcidn sucesion listados en
orden.



Ejemplo

Sea f la funcion definida por f(n) = n€{l1,2,3,4,-}

n
2n+1

Entonces f es una funcion sucesion, y

1 2 3 4 5
f(1)=§ f(2)=§ f(3)=7 f(4)=§ f(5)=ﬁ
Y asi sucesivamente. Los elementos de la sucesion definida por f son %%%%%

etcétera.

Por lo general, cuando los elementos se enlistan en orden se indica el n-esimo

elemento f(n) de la sucesion. De este modo los elementos de la asociacion

o 1234 5 n
pueden escribirse como -,=,=,=,—, -, ——,
3'5°"7°9°11 2n+1

También se utiliza la notacion de subindice [a,] para expresar una sucesion para
la cual f(n) =a,

Si lirp f(x)=Ly f esta definida para todo numero entero positivo, entonces
X—>+ 00
también lirp f(n) = L, cuando n se restringe a los nUmeros enteros positivos.
n—->+oo

Si una sucesion {a,} tiene un limite, se dice que la sucesién es convergente, y a,
converge a ese limite. Si la sucesion no es convergente, es divergente.

Ejemplo

n

Encontrar el limite de f(n) = ——

I 1 1 1
n—+oo 1 1 24+0 2
2tn 2t is

- n -
nl—l>I-Poo 2n+1 - nl—1>IIIOO 2n

, . 1 . , .
Asi, el lim f(n) =~ cuando n se restringe a los nimeros enteros positivos y es

n—-+oo

convergente.
Si{a} y {b} son sucesiones convergentes y c es una constante, entonces
i. La sucesion constante {c} tiene a c como su limite

ii. lim ca, =c lim a,

n—-+o n-+oo
ii. lim (a, £b,) = lim a, + lim b,
n—»+oo n—-+oo n—-+oo



iv. lim a,b, = ( lim an)( lim bn)

n—+oo n—+oo n—-+oo

v. lim (a—")zM si lim b, # 0,y cada b, # 0

n-+oo \bn nl_i)rfoobn n-+o
Ejemplo
. . 4n3 T —
Determine si {anﬂ sen (;) } es convergente y su limite
Solucion
n? in % en (Z)
] n , N\ . n? . n n
(s ) (e () = b gt )
n n n
o\, s
=| lim lim
n—-+oo 2 + i n—-+oo l
n2 n
Aplicando regla de L’Hopital
s s
“Zro/| 20T T = \z) (weos(0)) = (2)(m) = 2r
n2

Por lo tanto la sucesion es convergente y su limite es 2w

Sucesiones crecientes y decrecientes

Una sucesion {a,} es

i. Creciente sia, < a,,; paratodan

ii. Decreciente si a, > a, ., para todan
Una sucesion es monétona si es creciente o decreciente.
Ejemplo

Determine si las sucesiones son crecientes o decrecientes

n 12 3 4 n n+1 .z . 7
) { } =, T, Ty T, T, la sucesidn es creciente y es monotona
2n+1 3'5°7°9 2n+1" 2(n+1)+1



1111 1 1 . g . .
b) {—} -1,-,-,-,-,-+,—,— la sucesidn es decreciente y es monoétona
2°374°5 n n+1

(_1)n+1 11 11 (_1)n+1 (_1)(n+1)+1 ., . X
C) { } -»1,—-=,=,—=,=,, , la sucesién no es creciente ni
n 2°3 4°5 n n+1
decreciente por lo tanto no es monaotona.

Series

En matematicas, una serie es la generalizacion de la nocion de suma aplicada a
los términos de una sucesion matematica. Informalmente, es el resultado de
sumar los términos:

Sn=a1+a2+a3+a4+"'+an

lo que suele escribirse en forma mas compacta con el simbolo de sumatorio:

+o0
Sp = z an
n=1

El estudio de las series consiste en la evaluacion de la suma de un numero
finito n de términos sucesivos, y mediante unpaso al limite identificar el
comportamiento de la serie a medida que n crece indefinidamente.

Serie Finita

Tiene un primer y altimo término bien definidos

5
Zan=a1+a2+a3+a4+a5

n=1

Serie Infinita
Tiene infinidad de términos

+o00
Zan=a1+a2+a3+a4+---+an+---

n=1

Existe una gran cantidad de métodos para determinar la naturaleza
de convergencia o no-convergencia de las series matematicas, sin realizar
explicitamente los calculos.



Si {u,} es una sucesion y S, =u; +u,+uz+--+u, entonces {S,}es una
sucesion de sumas parciales denominada serie infinita y se denota por

+00
Zun=u1+u2+u3+---+un+---

n=1

Los numeros uq, u,, us, ... , Uy, ... SON los términos de la serie infinita.

Ejemplo

. ., 1 111 1 1 . .
Considere la sucesion { — }—> 1, S e Te i gni e @ partir de esta sucesion se
2n-1 4’8’16 2n-1
forma la sucesion de sumas parmales

51=1
5—1+1—3
2= 2 2
S 1+1+1—7
37 2 4 4
S —1+1+ +1—15
4 2 48 8

1 1
2 4 816 2"

Sn

En esta sucesién de sumas parciales {S,} es la serie infinita denotada por

=1+ Ll
12" 478" 16 2n-1

Cuando {S,} es una sucesion de sumas parciales, entonces
Sp1=ugtuy+uz+ ot uyg
De modo que

Sp=Up_1 +u,



Convergencia de una serie infinita

Considere que Y} u, denota una serie infinita dada para la cual {S,} es la
sucesion de sumas parciales. Si lim S,, existe y es igual a S, entonces la serie

n—+oo

converge y S es la suma de la serie. Si lim S, no existe, entonces la serie es
n—-+oo

divergente, y la serie no tiene suma.
Ejemplo
La serie infinita del ejemplo anterior es

+00

z 1+ +1+1+1++1+

lznl_ 2 4 8 16 2n-1
n=

Y la sucesion de sumas parciales es {S,}, donde

1 1
24 816 2n-

Para determinar si la serie tiene una suma, debe calcularse lim S,. A fin de

n—-+oo

determinar una formula para S,, se utiliza la identidad algebraica
a®—b"=(a-b)(@ 1 +a" b+ a"3bh%+ -+ ab™ 2+ b 1)

Si se aplica esta identidad cona =1y b = % se tiene

O YA 11
@) (-3 zrmr o ramran)

_ (1 L1 1 1 1 >
N 2 22 2n-2 © pn-1

@(11 1 1)

2 22 2n-2 - 2n-1

Se calcula el limite



: : : 1
nl—1>rwpoo (2 B 2"_1) N nl—lglooz B nl—lgloo 2n-1 2-0=2
5, =

Por lo tanto, la serie infinita converge y tiene la suma 2.

Serie geométrica

Una serie infinita de la forma

+o00
-1 2 -1 a
Zarn =a+ar+ar®+--+ar® T

n=1

. . o a . . .
Se denomina serie geométrica y converge a la suma — S |r| < 1, y diverge si
|r| = 1.

Ejemplo

Siguiente serie geométrica donde r = % ya=1

Donde r < 1 entonces es convergente

-
]
3

2] f

0|

N|=

FEN

Serie armonica

Una serie infinita de la forma



§1—1+1+1+1+ +1+
1n_ 2 3 4 n
n=

Se denomina serie armonica y siempre es divergente

i)

Serie alterna

Una serie infinita de la forma

+o0

Z(—l)"“an =a;—a;+az—a,+-+ (D" a, + -

n=1
Y la serie

400

Z(—l)"an =—-ay+a;—az+a,— -+ (—1)"a, + -

n=1

Se denomina series alternantes donde a,, > 0y a,,,; < a, para todos los numeros
positivos n.

Si lirp a, = 0, entonces la serie alternante es convergente.
n—-+oo

Ejemplo

Demuestre que la siguiente serie alternante es convergente

+00
Z (_1)n+1 l
n=1 n

Solucién



La serie dada es

1 1 1 1 1
l—c+s——+ -+ (D" =+ (D)™ ——...
2 3 4 =D n =D n+1
Como — < lpara todos los numeros enteros positivos n, y lim 1 =0, entonces,
n+1 n n-+oon

la serie dada es convergente.

|
a& = E U-lr_— ;
i af 1 'I‘ |
¢:|1=—E Il.lam——-l-ﬁ '5".1; 3
J—- - *-J-,A/—Jr e ———4— fin)
1 I R ! ! 1
~ || 1 | 1 -
2 III. IIII |II Ill 2 //
I|II \ IIII| \
1 r —_l | —
,Eas -- \\ dq
__1 1
a,= 3 a, = 3

Serie de Fourier

Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntualmente a una
funcién peridédica y continua a trozos (o por partes). Las series de Fourier
constituyen la herramienta matematica basica del analisis de Fourier empleado
para analizar funciones periddicas a través de la descomposicion de dicha funcién
en una suma infinita de funciones sinusoidales mucho mas simples (como
combinacién de senos y cosenos con frecuencias enteras).

La serie de Fourier de una funcion periodica f (x) de periodo T, también conocida
como sefial, definida en un intervalo de longitud T esta dada por:

flx) = % + Z(an cos(nwyx) + b_nsen(nwyx))

Donde



1
ap = T—/sz f(x)dx

a, T/Zf f(x) cos(nwyx) dx

b, T/Zf f(x) sen(nwyx) dx

Forma compacta

En ocasiones es mas Util conocer la amplitud y la fase en términos cosinusoidales
en lugar de amplitudes cosinusoidales y sinusoidal. Otra forma de expresar la
compleja forma de la serie de Fourier es:

f(t) =4, + Z A, cos(w,t — 6_n)

n-1

Donde

Forma exponencial

Por la identidad de Euler para la exponencial compleja, operando adecuadamente,
Si

1 (" .
C, = Ef_ﬂf(x)e“"xdx

la serie de Fourier se puede expresar como la suma de dos series:

[ee] (o]
—inx inx
Z C_,e + Z C,e
n=1 n=0

En forma mas compacta:



(00
Z C einx
n

n=—oo

estas ecuaciones solo son validas cuando elT = 2m con w = 1. Otra forma de
expresar la forma compleja de la serie de Fourier es:

f@) = i Cp €™

n=-—oo

Donde

1 to+T a,
| Fwa=3

C0=_
0

1 to+T ] 1

Cn = _f f(t)e_]wntdt == (an —jby)
T to 2
1 to+T ] 1

Cop = _f f(t)e]wntdt ==(an +jby)
T to 2

1
[cnl = E‘/“'Zl + abj
Formulacion moderna

Realmente el desarrollo en serie de Fourier se hace para funciones de cuadrado
integrable, es decir, para funciones que cumplan que:

f IF(0)2dx < oo

El conjunto de todas las funciones integrables definidas en el intervalo [—m, ] se
denota con L?([—m, ] ). Este conjunto, tiene definido un producto interno dado por:

def L ()
(02 52 | FGOTEY dx

que lo dota de estructura de espacio de Hilbert. De este modo, todas las funciones
de L?([-m, m]) pueden desarrollarse en series de Fourier. Asi, el conjunto {en =
e™:n e Z} es una base ortonormal del espacio L*([-m,m]). El desarrollo de
Fourier se puede expresar como:



Donde ¢, = (f, e,) son los coeficientes del desarrollo de Fourier.

Por dltimo, la identidad de Parseval dice que dada una funcion f de cuadrado
integrable y los coeficientes de Fourier c¢,, , se verifica que:

I = (.00 =2n ) leal?

n=-—oco

En lenguaje técnico, podriamos decir que hay una isometria entre el espacio de
funciones de cuadrado integrable y el espacio de sucesiones lineales indexadas
en los enteros cuyos términos tienen cuadrados sumables.

Sumas parciales

Para la serie de Fourier de una funcién f (x) periodica definida en un intervalo de
longitud T la k-ésima suma parcial, representada por Sk (x) esta dada por:

k
S(x) = % + Z(an cos(nwyx) + b_nsen(nwyx))

n=1

Ejemplo
Expanda en una serie de Fourier la funcion:

para—nt<x <0
X para0 <x<m

fl) = {On _

N
N




==

a, = %j:f(x)dx = %(f_iodx + fon(n — x)dx)

13 0 T 217
0 =H_nf<x>dx =%<f_n0dx+fo (n—x)dx> =%[nx—x7]0

T
aO=E

Wy 1

a, = % fjrf (x)cos(wonx)dx

Recuerde w, =1

0 b1s
= %(f_nde + J;) (m— x)cos(nx)dx>

1 s
=— [(nsen(nx) — cos(nx) — nxsen(nx))]o
1-(-D"
Qn =——>5—
mn

P d
n = Ej_nf(x)sen(wonx) x

Recuerde w, =1

0 T
= %(f_nde + J;) (m— x)sen(nx)dx>

1 Vs
[(—nrcos(nx) — sen(nx) + nxCOS(nx))]O

"2
1
bn:;

Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:



11— (-Dn

=75 n n2 ;

1
bn=g

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales quedan de la siguiente
manera

T 2
S; ==+ —cos(x) + sen(x)
4 m

b

N

M

N
N

T 0 |-

T 2 1
S, ==+ —cos(x) + sen(x) + =sen(2x)
4 n 2

T

N

B

N

'y
h.

\

T 0 pe

T 2 1 2 1
S; = " + ;cos(x) + sen(x) + Esen(Zx) + gcos(Sx) + §sen(3x)

b

\\

e —

N

5 0 f

T 2 1 2 1 1
Sy = 7 + p= cos(x) + sen(x) + Esen(Zx) + o cos(3x) + §Sen(3x) + Zsen(4x)



CF s

T 2 1 2 1 1
S ==+ —cos(x) + sen(x) + =sen(2x) + — cos(3x) + =sen(3x) + —sen(4x)
4 m 2 o 3 4

1
25 ——cos(5x) + = Sen(Sx)

<

P

\L c
= "}
)

T 2 1 2 1 1
Se ==+ —cos(x) + sen(x) + =sen(2x) + — cos(3x) + =sen(3x) + —sen(4x)
4 n 2 o 3 4

1 1
25 ——cos(5x) + = sen(5x)+ sen(6x)

4
B

N
TN

Ortogonalidad de senos y cosenos

Se dice que un conjunto de funciones f;(t) son ortogonales en el intervalo a < t <
b sidos

Funciones cualesquiera f,,,(t), fn (t) de dicho conjunto cumplen



b

_ (0 param #n
[ mn@ac=f)  Poam=n
a

Ejemplo

Las funciones ty t? son ortogonales en el intervalo -1 < t < 1, ya que

1 1 2

t2
fttzdt = ft3dt = [Zl =0
-1 -1 -1

Las funciones sen t y cos t son ortogonales en el intervalo —g <t< g ya que

s 2 T
sen“t
f sent cost dt = I > l =0
- -

Condiciones de convergencia

Sea f y f’ continuas en tramos en el intervalo (—p,p); esto es, sean continuas
excepto en un numero finito de puntos en el intervalo y con discontinuidades solo
finitas en esos puntos. Entonces, la serie de Fourier de f en el intervalo converge
hacia f(x) en un punto de continuidad. En un punto de discontinuidad de la serie

de Fourier converge hacia el promedio

fGH)+fx-)
2

En donde f(x+) y f(x—) representan el limite de f en x, desde la derecha y la

izquierda, respectivamente.

Ejemplo

.

T ] -
0 —mT<x<0 - T X
T—X 0<x<m

D)

n=1

foo =

N

1—(=1D)" 1
flx) = {T cos(nx) + ;sen(nx)}



La funcién del ejemplo satisface las condiciones de convergencia. Asi, para toda x
del intervalo (—m,m), excepto cuando x =0, la serie convergerd hacia f(x).
Cuando x = 0 la funcién es discontinua y por consiguiente la serie convergera a

fOH)+f(0-) m+0
2 2

s
2

f(x) una funcién definida para todo x, con periodo 2. Entonces, bajo condiciones
muy generales, la serie de Fourier de f converge a f(x) para todo x.

- 5

/

Paridad de funciones

En matematicas, se puede clasificar a las funciones segin su paridad: Las
funciones pueden ser pares, impares o no tener paridad.

Aquellas funciones que poseen paridad satisfacen una serie de relaciones
particulares de simetria, con respecto a sus funciones inversas aditivas (funciones
inversas aditivas u opuestas son funciones que al sumarlas el resultado es cero).

Funcion par: f (—x) = f(x)
Funcion impar: f (—x) = —f(x)

Las funciones pares e impares deben su nombre a la paridad de las potencias en
las funciones de potencias que satisfacen cada condicion: La funcion f(x) = x™:
es una funcion par si n es un entero par, y es una funcién impar si n €s un entero
impar.



&0 5

\\_/ ,:_ —— aenx)

Sea f es una funcién par de Periodo 2T, integrable en el intervalo [0,2T], con serie
de Fourier

% + i <an cos (nTnx) + b,sen (%x))

n=1

Si f es par entonces
b, = 0 para cualquier n

a, = ;fo(x) cos (%x) dx
0

Si f es impar entonces

a, = 0 para cualquier n

2 (T nmn
b, = Tjo f(x)sen (Tx) dx
Propiedades matematicas de las funciones pares e impares

e La Unica funcidbn que es tanto par e impar es la funcion cero f(x) =
0 paratodo x.

e La suma de una funcién par y una impar no es ni par ni impar, a menos de
gue una de las funciones sea el cero.

e La suma de dos funciones par es una funcion par, y todo multiplo de una
funcién par es una funcion par.



e La suma de dos funciones impares es una funcion impar, y todo multiplo
constante de una funcién impar es una funcion impar.

e El producto de dos funciones pares es una funcion par.

e El producto de dos funciones impares es una funcion par.

e El producto de una funcion par y una funcién impar es una funcioén impar.
e El cociente de dos funciones pares es una funcién par.

e El cociente de dos funciones impares es una funcion par.

e El cociente de una funcién par y una funcion impar es una funcién impar.

e La derivada de una funcion impar es una funcion par.

Si f es una funcioén para, entonces:

a a
f(x)dx = ZJ f(x)dx
-a 0
Si f es una funcion impar, entonces:
a
f f(x)dx =0
—-a
Ejemplo
Siendo f(x) = cos(x) para los valores de —% <x< g determinar si es par o0 no.

Haciendo f(—x) = cos(—x), por la identidad cos(—x) = cos(x), de tal marea que
f(=x) = cos(—x), por lo tanto la funcion cos(x) es una funcién par.




Determinar si la funcion f(x) = sen(x), en el intervalo —~ < x <=, es par o impar.

Haciendo f(—x) = sen(—x) = —sen(x) = —f(x)

Por lo tanto la funcion sen(x) es funcién impar.






